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Resumen

El presente estudio es motivado por un problema real en el aprendizaje del concepto de
integral definida en el nivel superior, los estudiantes tienen dificultades en la comprension de
dicho concepto, en el mejor de los casos adquieren habilidades para aplicar los diferentes
métodos de integracion (por partes, cambio de variable, sustitucion trigonométrica, fracciones
parciales, etc.) para resolver problemas mas o menos complejos, pero no adquieren una
comprension real del significado del concepto. Nuestra hipotesis es que la forma en que el
concepto de integral es normalmente introducido en el nivel superior ha privilegiado el
desarrollo de habilidades y descuidado el analisis del concepto. Lo anterior ha propiciado que
los estudiantes presenten dificultades para identificar situaciones donde pueden aplicar el
concepto de integral definida. En este sentido, nos planteamos la siguiente pregunta: ;existe
alguna forma de introducir el concepto de integral definida que favorezca el desarrollo de
habilidades y contribuya a una mejor comprension del mismo?

Para verificar la validez de |a hipdtesis planteada y dar respuesta a la pregunta, en primer lugar,
se hace un analisis de los resultados de diferentes investigaciones en torno al concepto de
integral definida, tomando como referencia la teoria APOS (Dubinsky, 1991 y 2005; Asiala,
1996 y 1997) y planeamos una descomposicion genética del concepto de integral definida.
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Proposito

El contenido de este documento forma parte de una investigacion mas amplia, el propdsito
especifico de esta etapa de la investigacion es identificar los elementos que configuran el
concepto de integral definida y, a partir de dichos elementos, disefiar actividades de
aprendizaje que conduzcan a la comprension del mismo.

Destinatarios

Esta investigacion estd dirigida con el fin de ser aplicada a alumnos de primer semestre de
ingenieria que cursan la unidad de aprendizaje de calculo.

Contexto

El tratamiento instruccional se llevara a cabo durante cuatro semanas del curso de calculo, con
estudiantes de primer semestre de Ingenieria en Sistemas Computacionales del Instituto
Politécnico Nacional (IPN). Los estudiantes realizaran varias actividades centradas en el
concepto de integral definida alrededor del tercer mes de iniciado el curso de célculo; en los
primeros tres meses se estudiaran otros conceptos del programa de calculo, como son:
numeros reales, desigualdades, funciones, continuidad, limite y derivada, entre otros. Lo
anterior con el objeto de proporcionar a los estudiantes los conceptos previos que les
permitiran enfrentar el concepto de integral definida. La estrategia pedagogica usara los
elementos del ciclo de ensefianza ACE con algunas modificaciones. Nuestro ciclo de ensefianza
se inicia con Actividades con computadora, usando el software Mathematica (disefiadas para
ayudar a los estudiantes a hacer las construcciones mentales propuestas en la descomposicion
genética), y Ejercicios extraclase con la computadora, las soluciones se discutiran en primer
lugar por medio de la Discusion en un foro entre los integrantes de cada equipo y después con
una discusion en el laboratorio (dirigidas para llevar a los estudiantes a reflexionar sobre lo que
hicieron en la computadora y la forma en que resolvieron los ejercicios apoyados con el
software Mathematica. La organizacion de la estrategia pedagdgica da lugar al ciclo de
ensefianza AED (AED: Actividades en computadora, Ejercicios extraclase y Discusion en un foro
y en el laboratorio de computacion).

Marco de referencia

Desde hace muchos afos se han identificado las dificultades que presentan los estudiantes en
el aprendizaje de calculo y gracias a las investigaciones realizadas en relacion con el
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funcionamiento cognitivo del estudiante, en particular dentro del dominio de las matematicas,
se han realizado algunas propuestas que han repercutido directamente en los programas de
estudio.

Al respecto, Artigue (1995, p. 105) menciona algunas propuestas realizadas en los afos 8o:

e Modificar las relaciones entre la teoria y las aplicaciones, organizando la ensefianza
alrededor de algunos problemas importantes.

e Equilibrar mejor lo cuantitativo y lo cualitativo.
e Apoyarse en objetos tipicos sencillos que mas adelante serviran de referencia.

e Teorizar Unicamente lo necesario, con base en niveles de formalizacion accesibles a los
estudiantes.

e Promover un enfoque constructivista del aprendizaje.

Algunas investigaciones se han centrado en el estudio de las dificultades en el aprendizaje de
un concepto particular. En el siguiente apartado describiremos algunas de las investigaciones
que se han realizado en torno al calculo integral.

Una de las primeras investigaciones en relacion con el concepto de integral definida (Orton,
1983) mostré que los estudiantes participantes en su investigacion poseian un razonable
dominio del algebra algoritmica en el desarrollo de calculos de integrales; sin embargo,
presentaban dificultades significativas en la conceptualizacion del proceso de limite subyacente
en la nocidn de integral definida, ademas de una ausencia de significado asociado a los
simbolos que utilizaban.

Cordero (2005) sefala que en los programas curriculares hay un énfasis significativo en los
aspectos formales de los conceptos de calculo, donde conceptos fundamentales como la
integracion son explicados a través de las concepciones de limite y funcién, acompafadas de
sus representaciones geométricas, y manifiesta que:

Tal estatus genera una “cultura” en el profesor y el estudiante, donde “aprenden a decir”
lo que es la derivada y la integral y a representarlas geométricamente, sin tener una
comprension que les permita estudiar fendmenos de variacion continua. Por lo general,
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conciben el calculus como una herramienta que los provee de algoritmos eficientes, a los
cuales, a posteriori se les busca una aplicacion. (Cordero 2005, p.269)

Por otro lado, Bezuidenhout (2000) menciona que los estudiantes universitarios tienen algunas
concepciones inapropiadas del concepto imagen de la integral debido a la insuficiente
abstraccion del de imagen de integral ligado al area como contexto.

Llorens y Santonja (1997) afirman que el alumno prefiere el contexto algebraico-formal al
visual-algebraico, sencillamente porque no los ha integrado, y resumen las deficiencias que
tienen los estudiantes en el aprendizaje de la integral definida de la siguiente forma:

Generalmente, los estudiantes identifican “integral" con “primitiva".

La integral es considerada como un proceso puramente algebraico. El estudiante puede ser
capaz de aplicar diferentes métodos de integracion y, al mismo tiempo, ignorar lo que son las
sumas de Riemann, ademas de no ser capaces de aplicar la integral al calculo de areas.

Las integrales “definidas" se identifican con la regla de Barrow, incluso cuando ésta no pueda
aplicarse; es decir, el simbolo f:f(x)dx representa solo un paso mas del calculo de primitivas.
Este tipo de deficiencias lleva a los estudiantes a no contestar correctamente preguntas como:
_ —_1|1 -1 -1

xlq

x~ 1t

-1

=T 5= —2 esincorrecto?

, 1l dx 1 _
(Porqué [J == [ x7?dx =

-1
No se integra el concepto de area con el de integral.

Los estudiantes cometen errores no soélo porque no consideran la discontinuidad de la funcion
que estan integrando sino, ademas, porque no tienen una imagen visual del problema ni de una
funcion siempre positiva ni de la misma integral como area.

Al respecto, Munoz (2000) propone plantear situaciones problema a partir de las cuales se
formen nociones y procedimientos en estrecha relacion, asociados con el célculo integral, y
sefala que las rupturas y posibles relaciones entre lo conceptual y lo algoritmico, en la
ensefanza del calculo integral, es un punto importante que se debe sequir profundizando.

De lo anteriormente expuesto podemos resaltar que, si bien los estudiantes pueden realizar de
forma mas o menos mecanica y resolver algunos problemas relacionados con la integral
definida, se han encontrado grandes dificultades para alcanzar una comprension satisfactoria
de dicho concepto y una de las razones de estas dificultades es que la ensefanza tradicional
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tiende a centrarse en una practica algoritmica y algebraica de los conceptos, asi como por la
existencia de una desconexion entre el concepto de integral y su particular imagen del
concepto. Asi mismo, se han detectado dificultades de los estudiantes en la comprension del
concepto de integral definida como limite de una suma debido a un entendimiento no
adecuado del proceso de limite y se ha evidenciado que los estudiantes no son capaces de
comprender el papel que juega el limite en la definicion ni de dotar de significado a los simbolos
que se utilizan en estos calculos. Ademas, se han manifestado las dificultades que presentan los
estudiantes para transferir lo aprendido a contextos diferentes en el que se estudio.

El marco de trabajo que hemos elegido para desarrollar nuestra metodologia proviene de la
Teoria APOS, desarrollada por Dubinsky y un grupo de investigadores denominado RUMEC
(Research in Undergraduate Mathematics Education Community), basada en la idea de
abstraccion reflexiva de Piaget y modificada para ser aplicada al pensamiento matematico
avanzado. Dubinsky (1991, 2000a) y Asiala et al. (1996) consideran que los sujetos realizan
ciertas construcciones mentales para comprender los conceptos matematicos. Estas
construcciones se denominan: acciones, procesos, objetos y esquemas, y se logran mediante
diferentes mecanismos como: interiorizacidon, coordinacidn, inversion, encapsulacion,
desencapsulacion y tematizacion.

La teoria APOS

El marco tedrico se forma esencialmente de tres componentes: inicia con un analisis tedrico de
un determinado concepto matematico de lo que significa entender un concepto y la forma en
que la comprension puede ser construida por el estudiante. Esto conduce al disefio de un
tratamiento instruccional que se centra directamente en tratar de lograr que los estudiantes
realicen las construcciones pedidas por el andlisis. La implementacion de la instruccion lleva a la
recoleccion del dato que se analiza en el contexto de la perspectiva tedrica. Basado en el
analisis teorico, la recoleccion y el analisis de datos se prueba y se refina tanto el analisis tedrico
inicial como la instruccion. Este ciclo se repite tantas veces como sea necesario para
comprender la epistemologia del concepto y evaluar los efectos de la instruccion (Dubinsky y
McDonald 2001, p. 5).

El analisis tedrico es propuesto en la forma de una descomposicion genética, un conjunto
estructurado de construcciones mentales que pueden describir como el concepto puede
desarrollarse en la mente de un individuo (Asiala. 1996, p. 7). El proceso de construccion de una
buena descomposicion genética, o al menos de una adecuada, es bastante largo. En este
momento se cuenta con descomposiciones genéticas para algunos conceptos de calculo, del
algebra lineal, del 4lgebra abstracta y de la ldgica.
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En esta teoria se considera que la comprension de un objeto matematico comienza con la
manipulacion de objetos fisicos o mentales construidos previamente para formar acciones; las
acciones son interiorizadas para formar procesos, los cuales son encapsulados para formar
objetos; los objetos pueden ser des-encapsulados para regresar a los procesos desde los cuales
fueron formados. Finalmente, las acciones, procesos y objetos pueden ser organizados en
esquemas.

Procedimiento

Para el desarrollo de la investigacion se plantean cinco etapas divididas en diferentes fases.
e Etapal. Estado del arte
0 Fase I. 1: Investigacion: Revision de la literatura sobre los temas relevantes en
relacion con el concepto de integral definida.
0 Fase I. 2: Descomposicion genética: En esta fase se disefiara la descomposicion
genética del concepto integral definida basado en los resultados de las fases I. 1

e Etapall. Disefioy aplicacion de actividades
0 Fase Il. 1: Disefio de actividades: En esta fase se seleccionaran las situaciones-
problema para el disefo de las tareas computarizadas sugeridas por el marco
teorico.
0 Fase Il. 2: Estudio piloto: En esta fase se aplicaran las actividades a un grupo de
alumnos de primer semestre de Ingenieria en sistemas computacionales de la
Escuela Superior de Cémputo.

e Etapa Ill. Analisis de datos. Se realizard un estudio cuantitativo y cualitativo de los
resultados obtenidos en el estudio piloto.

e Etapa IV. Revisidon de la descomposicion genética y de las actividades a la luz de los
resultados.

En este momento de la investigacion nos encontramos en la Fase Il. 1 de la segunda etapa.

Desarrollo

Para el desarrollo de la primera etapa se hizo un analisis de las investigaciones realizadas en
relacion con el concepto de integral definida, algunos resultados de dichas investigaciones se
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describieron en el marco tedrico de este documento, se revisaron los contenidos de los
programas de estudio de la unidad de aprendizaje de calculo de las ingenierias del Instituto
Politécnico Nacional y, por Ultimo, se hizo una revision de los libros de texto propuestos en la
Escuela Superior de Computo, en la unidad de aprendizaje de calculo.

Como sefalamos con anterioridad, el estudio para la ensefianza del concepto de integral estd
planeado en cuatro semanas. Antes del inicio de las actividades se realizaran dos acciones,
cuyos resultados presentaremos en otro momento, sin embargo, nos parece importante
mencionarlas porque contribuyen significativamente en el desarrollo de la investigacion. La
primera accion es la aplicacion de un cuestionario diagnostico para identificar los
conocimientos previos de los estudiantes; la sequnda es un taller del uso del software
Mathematica, con el objetivo de que los estudiantes instrumentalicen esta herramienta y la
usen en el desarrollo de las actividades disefiadas para el estudio del concepto de integral
definida.

Impacto y resultados

Resultado

Como resultado del analisis tedrico, se identificaron los elementos matematicos que configuran
el concepto de integral definida y se propuso una descomposicion genética de dicho concepto.
En la construccion de un esquema para el concepto de integral definida planteamos dos
caminos relacionados que deben ser recorridos y coordinados: un camino grafico y un camino
analitico. Estos son indicados en los siguientes pasos:

Grafico

La accion de hacer particiones de un intervalo (dominio restringido de una funcion) para
construir subintervalos.

La accion de identificar puntos sobre la grafica de una funcidn, cuya variable independiente
corresponda a los elementos de la particion.

La accion de construir la grafica de una funcion escalonada usando los puntos identificados en
1b).

La accion de construir rectangulos usando la funcion escalonada hecha en 1c).
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Analitico

La accion de calcular los valores de los elementos de la particion (los valores de los extremos de
los subintervalos).

La accion de calcular los valores de la funcion correspondiente a los elementos de la particion.
La accion de calcular el ancho de cada subintervalo.

La accion de calcular el producto de los valores obtenidos en 2b) y 2¢).

La accion de acumular los valores obtenidos en 2d).

Grafico

Interiorizacion de las acciones en el punto 1a) a un solo proceso cuando el nimero de
subintervalos varia.

Interiorizacion de las acciones en el punto 1b) a un sélo proceso cuando se identifican todos los
puntos sobre la grafica correspondientes a los elementos de la particion al variar el nUmero de
subintervalos.

Interiorizacion de las acciones en el punto 1c¢) a un solo proceso cuando el numero de escalones
varia.

Interiorizacion de las acciones en el punto 1d) a un solo proceso cuando se construyen n
rectangulos usando n escalones.

Analitico

La interiorizacion de las acciones en el punto 2a) a un solo proceso cuando el nimero de
elementos de la particion varia.

La interiorizacidon de las acciones en el punto 2b) a un sélo proceso cuando se determina la
imagen de todos los elementos de la particion al variar el nUmero de elementos de la particion.

La interiorizacion de las acciones en el punto 2¢) a un sélo proceso cuando el ancho de los
subintervalos varia.
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La interiorizacion de las acciones en el punto 2d) a un sélo proceso cuando el ancho de los
subintervalos varia.

La interiorizacion de las acciones en el punto 2e) a un sélo proceso expresandolo como una
sumatoria de n elementos.

Grafico

La interiorizacion de las acciones a un sélo proceso cuando coordina las acciones interiorizadas
en el punto 3) e identifica el k-ésimo rectangulo construido cuando el nUmero de elementos de
la particion es n.

Analitico

La interiorizacion de las acciones a un sélo proceso cuando coordina las acciones interiorizadas
en el punto 4) y calcula las dimensiones k-ésimo rectangulo construido cuando el nimero de
elementos de la particion es n.

La encapsulacion de los procesos 5) y 6) cuando concibe las cantidades que se acumulan
creadas por pedacitos incrementales que se forman multiplicativamente para producir una
aproximacion al valor total acumulado.

La interiorizacion de la accion del paso 7) cuando produce mejores aproximaciones al valor total
acumulado cuando n crece.

La coordinacion de los procesos en los puntos 7) y 8) para determinar la aproximacion al valor
total acumulado en diferentes situaciones.

La interiorizacion de la accion de producir una aproximacion al valor total acumulado en el
intervalo [a,x] en el proceso de una funcion f(x), la cual toma como entrada el extremo derecho
del subintervalo y produce como salida el valor aproximado de la cantidad total acumulada f(x)
en el intervalo [a,x].

La encapsulacion de los procesos en el punto g) para producir una aproximacion a la funcion de
acumulacion como un objeto.

Como resultado de la descomposicion genética propuesta, se ha disefado una serie de
actividades para el estudio del concepto de integral definida.
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A continuacion presentamos las actividades propuestas para las primeras semanas de la
aplicacion de la investigacion. Cada semana se llevaran a cabo dos sesiones en el laboratorio de
computacion. En la primera sesion se presentan dos actividades: una en el contexto
matematico y otra en el contexto de la fisica; en la segunda, el profesor organiza una discusion
dirigida en la que retoma los resultados obtenidos en la primera y los resultados de las
actividades extraclase.

Cada semana se realizan dos actividades extraclase, la primera esta enfocada a que los
estudiantes apliquen los conocimientos adquiridos en la primer sesidon y la segunda a que
reflexionen sobre algun aspecto en particular, esta reflexion la comparten con sus comparieros
en un foro de discusion.

Semanal

Objetivo: comenzar a reflexionar sobre la relacion que existe entre la razdn de cambio de una
cantidad y la cantidad misma, mediante el desarrollo de funciones de acumulacion a partir de
una funcidn de razon de cambio constante.

Para alcanzar el objetivo anterior, se presentan a los estudiantes situaciones (cercanas al
estudiante) que permitan establecer la relacion entre una cantidad y la razén de cambio de esa
cantidad. Consideramos, por ejemplo, que la velocidad (razén de cambio de la distancia con
respecto al tiempo) es una situacion cercana al estudiante porque son situaciones que vive
cuando camina o viaja en algun medio de transporte (bicicleta, motocicleta, automovil, metro,
etcétera).

Contexto de la situacion: durante las vacaciones de verano de 2013, la familia Lopez (Juan-—
padre—, Maria —madre-y Pedro —hijo-) realizé un recorrido turistico por la ruta Maya. Durante
el viaje, la velocidad del automovil de la familia tuvo varios cambios debido a diferentes causas
(trafico, estado de la carretera, cargar gasolina, condiciones climatoldgicas, etc.). Lo anterior
ocasiond que algunas veces fueran mas rapido y otras mas lento, algunas con velocidad
constante e, incluso, otras en que se tuvieron que detener.

Sesion 1: Las actividades planteadas en esta sesion estan centradas en dos ideas, la primera es
la de particion (en el nivel numérico o analitico) de un intervalo y la segunda es la idea de
acumulacion de una funcidn con razén de cambio constante. Las actividades de esta sesion
estan relacionadas con los pasos 2), 4) y 6) de la descomposicion genética.
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Episodio 1.1: Acumulacion generada por una funcion constante
Tiempo de duracidn: 30 — 45 minutos

La actividad planteada en este episodio esta dada en un contexto matematico-algebraico. El
objetivo es, por un lado, que los estudiantes usen los comandos del software Mathematica
(instrumentalizacion) y, por el otro, observar como los estudiantes pueden calcular la
acumulacion generada por una funcion constante dada en forma algebraica.

Actividad 1:

Divide el intervalo I=[1,5] en 4 subintervalos SI;, determina la sucesion formada por los
extremos de los subintervalos y calcula el ancho de cada subintervalo. Expresa la respuesta
como una lista formada por los extremos de los subintervalos en orden creciente. Usa h para
denotar el ancho de cada subintervalo.

El ancho de cada subintervalo es Ax, por razones practicas, con el uso del Mathematica
usaremos la letra h para indicar el ancho de cada subintervalo.

Se espera que los estudiantes:

e Usen el comando Table.

e Escriban en Mathematica Table[i,{i,1,5}] para generar el conjunto de elementos
formado por los extremos de los cuatro subintervalos.

e Determinen que el ancho de cada subintervalo es h=1.

Divide el intervalo I=[1,5] en 16 subintervalos SI;, determina la sucesion formada por los
extremos de los subintervalos y calcula el ancho de cada subintervalo. Expresa la respuesta
como una lista formada por los extremos de los subintervalos en orden creciente. Usa h para
denotar el ancho de cada subintervalo.

Se espera que los estudiantes:

e Usenelcomando Table.

e Generen una sucesion creciente de elementos.

4(1 1)

e Escriban en Mathematica Table[——+ 1,{i,1,17}] para generar el conjunto de

elementos formado por los extremos de los dieciséis subintervalos.
e Determinen que el ancho de cada subintervalo es h=1/4.

11
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Divide el intervalo I=[1,5] en 32 subintervalos SI;, determina la sucesion formada por los
extremos de los subintervalos y calcula el ancho de cada subintervalo. Expresa la respuesta
como una lista formada por los extremos de los subintervalos en orden creciente. Usa h para
denotar el ancho de cada subintervalo.

Se espera que los estudiantes:

e Usenel comando Table.

e Identifiquen que si se requieren 32 subintervalos el parametro del comando Table se
mueve de uno a 33.

e Seden cuenta que los extremos de los subintervalos dependen del ancho del intervalo y
del nUmero de subintervalos.

e Generen una sucesion creciente.
4(1 1)

e Escriban en Mathematica Table| +1,{i,1,33}] para generar el conjunto de

elementos formado por los extremos de los treinta y dos subintervalos.
e Determinen que el ancho de cada subintervalo es h=1/8.

Cambia el intervalo I=[1,5] por [0,2]. Divide el intervalo I=[0,2] en 32 subintervalos SI;,
determina la sucesion formada por los extremos de los subintervalos y calcula el ancho de cada
subintervalo. Expresa la respuesta como una lista formada por los extremos de los
subintervalos en orden creciente. Usa h para denotar el ancho de cada subintervalo. ;De qué
manera afecta este cambio a los valores del conjunto obtenido en el inciso c)? ;De qué manera
afecta este cambio a los valores de los elementos de la sucesion obtenida en el inciso c)?

Se espera que los estudiantes:

e Se den cuenta que los extremos de los subintervalos ademds de depender del numero
de subintervalos también depende de los extremos del intervalo.
e Seden cuenta que el ancho de los subintervalos depende del ancho del intervalo.

Define la funcion f(x) = 8 en el intervalo I=[1,5].

Construye una sucesion formada de la siguiente forma:

Primer elemento f(1)h, sequndo elemento f(1)h+ f(1+ h)h, tercer elemento f(1)h +
f(A+ h)h + f(1 + 2h)h, cuarto elemento f(1Dh+ f(1+h)h+ f(1 +2h)h + f(1 + 3h)h,y

, : 1 .
asi sucesivamente, hastaque 1 + nh = 5, donde h = " Expresa la respuesta como una lista de
elementos. Explica qué significado tienen los valores de los elementos de la sucesion.

12
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Se espera que los estudiantes:

e Usen el comando Table.

e Se den cuenta que para generar el siguiente elemento de la sucesion necesitan conocer
el anterior.

e Se den cuenta que pueden usar el simbolo de sumatoria donde el indice superior varia
de uno a dieciséis.

n
e Escriban en Mathematica Table [z fll+@{—-1) %]%,{n, 1,16}| para generar una
i=1

sucesion de acumulaciones.
e Den explicaciones en términos de areas de rectangulos.

Generaliza el procedimiento usado en el inciso e) para generar los extremos de n subintervalos
del intervalo I=[a,b] y determina la sucesion de acumulaciones para diferentes valores de a, by
n. Explica qué significado tienen los valores de los elementos de la sucesion.

Se espera que los estudiantes:

e Usen parametros a y b para los extremos del intervalo y n para el nimero de
subintervalos.
e Usen el comando Table para generar los extremos de los subintervalos.

. . b—a
e Determinen el ancho del intervalo de la forma —

e Usen el comando Manipulate para variar los valores de los parametros.
e Escriban en Mathematica Manipulate[Table[(b —a) (i —1)/n+a,{i,1,n +
1}], {{a, 03}, =3,3,1}, {{b, 1}, —2,5,1}, {{n, 1},1,16,1}].

e Escriban en Mathematica
m

Manipulate[Table[ )  fla + (m —

=1
1422, (m, 1,n], {{a, 1}, -3,3,1}, {{b, 5}, —2,5,1}, {{n, 16},1,50,1}] para generar las
acumulaciones.

Episodio 1.2: Velocidad constante
Tiempo de duracion: 30 — 45 minutos

La actividad planteada en este episodio esta dada en el contexto fisico-numérico. El objetivo es
observar, por un lado, cémo los estudiantes usan el software Mathematica en el proceso de

13
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solucion del problema (instrumentacion) y, por el otro, identificar las relaciones que los
estudiantes establecen al determinar una expresion para calcular la acumulacion
(desplazamiento) generada por una funcion (razén de cambio constante: velocidad) dada en
forma numérica.

Actividad 2:

Durante una de las horas de viaje, Pedro registra la velocidad (la razén de cambio del
desplazamiento con respecto al tiempo) a la que viaja su papa cada 10 minutos durante una
hora. Sea t=o0 el momento en que Pedro empez6 a hacer el registro.

Tiempo
(min)
Velocidad

(km/h)

Tabla 1: Velocidad constante

Usa la tabla de la velocidad del automdvil de la familia Lopez para responder las siguientes
cuestiones.

Dibuja la grafica de la velocidad del automovil de la familia Lopez.
Se espera que los estudiantes:

e Usen el comando ListPlot
e Escriban en Mathematica

ListPlot[{%, 60} , {%, 60} , {%, 60} , {%, 60} , {g, 60} ,{1,60}] para graficar los datos registrados.

Escribe una expresion que relacione la velocidad con el tiempo, suponiendo que el vehiculo
lleva la misma velocidad entre cada registro (sélo considere el tiempo en el que Pedro registrd
la velocidad del automovil). Calcula la velocidad del automavil de la familia Lopez a los 5, 10, 15,
25y 35 minutos de viaje.

Se espera que los estudiantes:

e Definan una funcion f en Mathematica como v[x]: = 60

e Se den cuenta que necesitan convertir los minutos a horas para calcular la velocidad a
los 5, 10, 15, 25y 35.

e EvalUen funciones en Mathematica de la forma v —] [ ] [ ] [E] yv [

14
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Suponga que el automovil de la familia Lopez se mueve a lo largo de una linea recta, de
acuerdo con una ecuacion del movimiento s=f(t), donde s es el desplazamiento (distancia
dirigida) del automavil respecto del origen, en el instante t. Encuentra el desplazamiento del
automovil de la familia Lopez durante el tiempo en que Pedro hizo el registro. Halla la distancia
recorrida por el automovil durante ese periodo.

Se espera que los estudiantes:

e Calculen la distancia que recorrié el automovil después de una hora de viaje de la forma
distancia= f(1)=v(2)* ().

e Seden cuenta de que el desplazamiento y la distancia son iguales porque la velocidad es
positiva durante el tiempo en el que Pedro hizo el registro.

Determina el desplazamiento del automévil de la familia Lopez cada 10 minutos.

[0,10], [10,20], [20,30], [30,40], [40,50] Y [50,60].
Se espera que los estudiantes:

e Usen el comando Table.
e Escriban en Mathematica Table[v [(i—l)%]%,{i, 1,6}] para calcular la distancia

recorrida por el automovil cada 10 minutos durante esa hora de viaje.

Construye una sucesion de elementos que indique el desplazamiento del automovil de la
familia Lopez los primeros cinco minutos, los primeros 10 minutos, los primeros 15 minutos y
asi sucesivamente, hasta determinar el desplazamiento del automovil durante esa hora de

viaje. [0,5], [0,10], [0,15], [0,20], [0,25], [0,30], [0,35], [0,40], [0,45], [0,50], [0,55] y [0,60].
Se espera que los estudiantes:

e Usen el comando Table.
e Usen la notacion de sumatoria para calcular la distancia recorrida por el automovil los
primeros 5, 10, 15, 20... Yy 60 minutos de viaje.

n
e Escriban en Mathematica Table[z v[(i—l)%]%,{n, 1,12}] para generar el
i=1

conjunto de distancia recorrida después de 5, 10, 15, 20... minutos de viaje.

15
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Dibuja la grafica de desplazamiento (en kildmetros) correspondiente al extremo derecho de
cada subintervalo obtenido en el inciso e). ;Conoces alguna funcidn parecida a la obtenida en la
grafica?, ;cual?

Se espera que los estudiantes:

e Se den cuenta que necesitan un conjunto de pares ordenados para graficar el valor
acumulado correspondiente al extremo derecho de cada subintervalo.
e Usen el comando Table.
n
e Escriban en Mathematica Table[ n%,z v[(i— 1)% %}, {n, 1,12}] para generar el
i=1
conjunto de pares ordenados.
e Usen el comando ListPlot para graficar el conjunto de pares ordenados.
e Identifiquen la funcion f (t)=60t.

Explica, usando la respuesta del inciso e), como calcularias el desplazamiento del automovil de
la familia Lépez durante el primer minuto de viaje, durante el segundo minuto y asi
sucesivamente hasta determinar el desplazamiento del automovil de la familia Lopez durante
esa hora de viaje.

Se espera que los estudiantes:

e Seden cuenta que necesitan dividir el intervalo de una hora en 60 subintervalos.

. . 1
e Que determine que el ancho de cada subintervalo es ="
n

-, . 1,1 .
e Que pueden usar la expresion E v[(i—1) 5] -5 para obtener las acumulaciones.
i=1

Determina una expresion que te permita calcular el desplazamiento del automovil de la familia
Lopez durante el primer minuto de viaje, durante el seqgundo minuto y asi sucesivamente y
explica como la obtienes. Grafica la expresion encontrada. ;Conoces alguna funcion parecida a
la obtenida en la grafica?, ;cual?

Se espera que los estudiantes:

e Usen el comando Table.
n

e Escriban en Mathematica Table[{n%,z v[(i—1) —] —} {n, 1,60}] para generar el
i=1
conjunto de pares ordenados.
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=1
e Usen el comando ListPlot para graficar el conjunto de pares ordenados.
e Identifique la funcion f (t)=60t.

Describe la relacion entre la grafica de la velocidad (razén de cambio del desplazamiento con
respecto al tiempo) y la grafica del desplazamiento.

Describe la relacion entre la expresion del desplazamiento y la expresion de la velocidad.
¢Cudl es la razén de cambio del desplazamiento del automavil respecto al tiempo?

Ejercicio extra clase 1: |as actividades extraclase planteadas se basan en un intervalo genérico
[a,b] y se les pide que generen n subintervalos, lo que implica interiorizar en un proceso las
acciones de mostrar numéricamente un conjunto ordenado de valores, dividir graficamente un
intervalo en n partes y después generalizar la idea de acumulacion de cantidades, formadas
multiplicativamente, por dos medidas constantes. Esta actividad esta relacionada con los pasos
1), 2), 3), 4), 5) y 6) de la descomposicion genética.

Episodio E1.1: velocidad constante (grafica)

La actividad planteada en este episodio esta dada en el contexto fisico-grafico. El objetivo es
observar, por un lado, como los estudiantes usan el software Mathematica en el proceso de
solucion del problema (instrumentacion) y, por el otro, si los estudiantes logran determinar una
expresion para calcular la acumulacion generada por una funcidon constante dada en forma
grafica.

Actividad 3:

En la Grafica 1 se muestra la velocidad del automovil de la familia Lopez en el intervalo de
tiempo [a,b].
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velocidad (km/h)

Grafica 1. Velocidad constante

Usa la grafica de la velocidad del automovil de la familia Lopez para responder las siguientes
cuestiones.

Escribe una expresion que relacione la velocidad con el tiempo.
Se espera que los estudiantes:

e Definan lafuncion v(x) =c
e Escriban en Mathematica v[x_]:=c¢

Determina el desplazamiento del automovil durante el intervalo de tiempo [a,b].
Se espera que los estudiantes:

e Calculenv(a)(b—a)
e Escriban en Mathematica v[a](b — a)

Divide el intervalo [a,b] en 32 subintervalos y determina la sucesion formada por el
desplazamiento del automadvil en cada uno de esos subintervalos de tiempo.

Se espera que los estudiantes:

e Usen el comando Table. Generen una sucesion creciente de elementos.

. . b-a
e Determinen que el ancho de cada subintervalo es =

18
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e Escriban en Mathematica Table[a + (i — 1) {l 1,33}] para generar el conjunto de
elementos formado por los extremos de los trelnta y dos subintervalos.
e Escriban en Mathematica Table[v[a + (i — 1) %],{i, 1,32}] para generar el conjunto

de elementos formado por la distancia recorrida por el automovil de la familia Lopez en
cada uno de los treinta y dos subintervalos.

Divide el intervalo [a,b] en 64 subintervalos y determina la sucesion formada por el
desplazamiento del automovil entre a y el extremo derecho de cada subintervalo.

Se espera que los estudiantes:

e Usen el comando Table. Generen una sucesion creciente de elementos.
. . b—a
e Determinen que el ancho de cada subintervalo es r

e Escriban en Mathematica Table[a + (i — 1) 1)6;4‘1, {i, 1,65}] para generar el conjunto de
elementos formado por los extremos de los treinta y dos subintervalos.

e Escriban en Mathematica Table[v[a + (i — 1) I:—f],{i, 1,64}] para generar el conjunto
de elementos formado por la distancia recorrida por el automovil de la familia Lopez en
cada uno de los treinta y dos subintervalos.

e Escriban en Mathematica Table[zr.l via+ (i—1) —]— {n, 1,64}] para generar

1=

el conjunto de elementos formado por la distancia recorrida por el automévil de la
familia Lopez a y el extremo derecho de cada subintervalo.

Explica como obtendrias el desplazamiento del automovil entre a y el extremo derecho de cada
subintervalo si divides el intervalo dado en n subintervalos.

Se espera que los estudiantes:

. b-a
e Seden cuenta que el ancho de cada subintervalo es—

e (Que las distancias se van acumulando.
n
b—a

e Que la expresion Z nla+ (i —1)2 ]_

=1

da la distancia acumulada en n

subintervalos.

Usa pardmetros para calcular el desplazamiento del automovil entre a y el extremo derecho de
cada subintervalo para diferentes valores de n.
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Se espera que los estudiantes:

e Usen el comando Manipulate para variar los parametros a, by n.

e Escriban en Mathematica:
m

) b—a.b—a
Manipulate[Table[Z via+ (i—1) T] — {m,1,n}], {{n, 1},1,64,1}]

i=1

Para generar el conjunto de distancias entre a y el extremo derecho de cada subintervalo para
diferentes valores de n.

m
Manipulate[Table| fla+ (-

i=1

1) =422, fm, 1,n}], {n, 1},1,64,1}, {{b, 1}, 2,2,1}, {{a, 0}, -3,3,1}]

Para generar el conjunto de distancias entre a y el extremo derecho de cada subintervalo para
diferentes valoresde a, by n.

Grafica el desplazamiento del automovil para v;(x) =90 (kildmetros por hora) en los
siguientes intervalos I = [0,%], I = E,l], I = [1%] yl= E,Z] (en horas) para diferentes
valores de n. Describe la relacion entre la grafica del desplazamiento y la gréfica de la

velocidad. ;Conoces alguna funcion parecida a la obtenida?, ;cual? Explica como seria la grafica
del desplazamiento en el intervalo I = [a, b].

Se espera que los estudiantes:

e Seden cuenta que para poder graficar necesitan parejas ordenadas.

e Se den cuenta que el primer elemento de las parejas ordenadas es el extremo derecho
de cada subintervalo y el segundo elemento es la acumulacion generada hasta ese
subintervalo.

e Usen el comando Manipulate para generar el conjunto de parejas ordenadas para
diferentes valoresde a, by n.

e Escriban en Mathematica:
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e Manipulate[Table[{a +

b—a m

m—, vi[a+ (i—1)(b—

n i=1
1. b—-a

)—] —} {m,1,n}], {{n, 1},1,64,1}, {{b, 1}, —2,2,1}, {{a, 0}, —3,3,1}]

¢Cual es la razon de cambio del desplazamiento obtenido en el inciso g) en los siguientes
. 1 1 3 3
intervalos I = [O’E]’I = [5,1],1 = [1,5] yl = [E’Z]?

Episodio E1.2:

La actividad planteada en este episodio tiene como objetivo propiciar que los estudiantes
reflexionen sobre la forma de generalizar la idea de acumulacion de cantidades, formadas
multiplicativamente, por dos medidas constantes; mediante la participacion en un foro de
discusion. El foro propuesto tiene la siguiente caracteristica: para que los estudiantes puedan
revisar los comentarios de sus companeros primero tienen que hacer sus propias aportaciones.

Actividad 4:
Participacion en el foro 1.
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En relacion con la grafica

velocidad (km/h) <7

Bempo

Grafica 2. Velocidad constante de un automovil

Explica a tus comparfieros cdmo obtendrias la distancia recorrida por el automovil de la familia
Lopez entre a y el extremo derecho de cada subintervalo si divides el intervalo [a,b] en n
subintervalos.

Lee la explicacion dada por tus compafieros y haz comentarios sobre ello.

Sesion 2:

La actividad de esta sesion tiene como objetivo observar como usan los estudiantes la idea de
particion a un nivel grafico para una particion fija (pasos 1y 2: particion y acumulacion a nivel
de accion) y para una particion con n elementos (pasos 3y 4: particion y acumulacion a nivel de
proceso) y, por uUltimo, como establecen una relacion entre lo numérico (paso 6) y lo grafico
(paso 5), entendida como proceso al considerar un intervalo, una particion y una razon de
cambio constante cualquiera (institucionalizacion del conocimiento).

Tiempo de duracion: go minutos.

Actividad 5:

Discusion dirigida 1: este episodio inicia con una discusion guiada por el profesor, tomando
algunos elementos relevantes de las soluciones de la actividad 3 y de las aportaciones de los

estudiantes en el foro de discusion 1.

Con el desarrollo de estas actividades se busca que el estudiante, a través de acciones para
casos especificos, reflexione sobre las mismas y las interiorice en procesos a los cuales se les
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pueden aplicar nuevas acciones y los encapsule en un todo para construir un objeto; en la
primera semana, la integral definida de una funcidn constante.

Se pretende avanzar en el desarrollo del concepto, comenzando con funciones constantes para
asi continuar con funciones escalonadas y, posteriormente, con funciones continuas,
introduciendo en cada caso aplicaciones en diferentes contextos.

Conclusion

En el nivel superior no es suficiente que el estudiante sea habil para aplicar reglas y algoritmos,
se requiere que vaya mas alla de la habilidad de realizar calculos y que sea consciente de la
forma en que los procedimientos funcionan, es por ello que hace necesario estrategias
pedagogicas donde se favorezca el desarrollo conceptual. El disefio de actividades de
aprendizaje para el estudio de un concepto donde se privilegie el desarrollo conceptual es una
tarea que requiere una buena comprension de la epistemologia del concepto en cuestion, para
lo cual se necesita del analisis de como los estudiantes estan aprendiendo un concepto o como
han aprendido el concepto. La descomposicion genética propuesta en esta investigacion
constituye una herramienta que puede servir de apoyo para el disefio instruccional en el estudio
de la integral definida, asi como un instrumento de analisis que podria permitir al profesor
identificar porqué un estudiante fue capaz de resolver un problema y porqué otro estudiante no
lo consiguié, comparando las construcciones mentales que los estudiantes mostraron en el
proceso de solucion del problema.

El estudio del concepto de integral definida forma parte de los programas de calculo a nivel
universitario debido a su gran importancia en multiples aplicaciones, por ejemplo, para calcular.
Sin embargo, la experiencia muestra que los estudiantes no alcanzan a comprender este
concepto de forma adecuada en su primer ano en la universidad. Las herramientas y conceptos
referentes a la integracion definida se aprenden, en general, descontextualizados vy
desvinculados de otros contenidos, por ello los estudiantes se limitan a memorizar un conjunto
de reglas y técnicas, las cuales serian mas significativas si se estudiaran de forma
contextualizada.
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